Correction activité B. Il. suite au devoir surveillé n°3

Notons f : z — V2 + 4.

1. L’image de la fonction & — % + 4 définie sur R est [4, +-00[. Or la fonction racine est dérivable sur R% et [4, +oo[C R%.

Par composée de fonctions dérivables; f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(z) = 2\/% = o
T —00 0 +0o0
f'(z) - 0 +
+0o +00o
2

2. La fonction f est continue et strictement croissante sur R .
Ainsi f réalise une bijection de Ry = [0, +oo[ dans [f(0); 1ir+n f(z)[=[2, +o0l.
Tr—r+00

On note ¢ la bijection réciproque associée.

3. La fonction f est dérivable donc g est dérivable sur {y € [2,+oo[, f'(g(y)) # 0} = {y € [2, +o0[,9(y) # 0} =]2, +o0].

/a2 +4
De plus, pour tout y €]2, +o0], ¢'(y) = f,(gl(y)) = —— = gg((;!))

Va2 (y)+4

4. Soit y € [2,+00[. Soit z e Ry. Onax =g(y) < f(r)=y < Val+d=y = 22 +4=9y° < 2= /9?2 — 4.
Ainsi g(y) = y? — 4.

5. Par composée, la fonction g est dérivable sur |2, +oo[ et pour tout y €]2, +o0[, ¢'(y) =

VEy+4

9(v) y2—4 y2—4’

2y y ) >
= et d’apres la
20/y2—4  \fy2—4 P

question 4., ¢'(y) =

Correction activité C. II. suite au devoir surveillé n°3

sin(2z)

snZ(o)11 oSt continue sur R par produit et quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne

¥ sin(2t)
o sin?(t) +1

¥ 2sin(t) cos(t) sin(@) 9y 9 sin(x) .9
pour tout € R, F(x) = /0 Wdt = /0 o 1dy = [In(y* + 1)]0 = In(sin“(z) + 1).

La fonction f : x —

s’annule pas. D’aprés le théoréme fondamental de I’'analyse, F' : = — dt est une primitive de f sur R. De plus,
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Correction activité D. II. suite au devoir surveillé n°3

Considérons la fonction f = exp X cos.

1. Considérons g : = — exp ((1 +1i)x). On remarque que Re(g) = f. La fonction g est infiniment dérivable sur R car
I'exponentielle complexe 'est. De plus, g : 2+ (14 1)™ exp ((1 +i)x) pour tout n € N.

2. Comme g est infiniment dérivable alors f l'est également et pour tout n € N, f*®) = Re(g)?") = Re(¢(*V).
Ainsi, pour tout n € N et pour tout = € R, f®"(z) = Re ((1+1)*" exp ((1 +1)z)) = 2" exp(z)Re (i" exp (iz)). Ainsi,
f)(0) = 2"Re (i*). Conclusion : si n est pair, f?™)(0) = 2"(—1)% et si n est impair, f*™(0) = 0.

3. Comme, les fonctions exp et cos sont infiniment dérivables alors f l'est également. De plus, d’apres la formule de

Leibniz, pour tout n € N,
O (20 () (20 o~ (2 )
e = ( ,>cos] exp?"9) = exp x < ,)cosj
2 2

=0 i=0
amsi /00 = 3 (M) vt =30 ()
. J 2k
j€l0,2n] k=0
J pair
n 2 271 _1 n . D
4. Conclusion : pour tout n € N, Z ( n) (-1)k = ( )% sin pair;
= \2k 0 sinon.

Correction activité E. II. suite au devoir surveillé n°3

On considére 1'équation différentielle (E) : sh(x)y’ — ch(z)y = ch(z).
1. La fonction sh s’annule uniquement en 0. L’équation se normalise donc sur R* et R*.

2. Résolvons I’équation (E): y — :ﬁggy = :EE;; sur RY.

C’est une EDL linéaire d’ordre 1 d’équation homogene dont les solutions de 1’équation homogene sont de la forme :

In(sh(z)) ;

T e ie. x — Ash(z) ou A e R.

On remarque que la fonction constante & —1 est solution de (E).
Par conséquent, S(R%) = {z + Ash(z) — 1, € R}. De la méme facon, S(R* ) = {z — psh(z) — 1, u € R}.

3. Soit y une fonction de la variable réelle. La fonction y est solution de (F) si et seulement si y est dérivable et solution
sur R* , sur R_x et en 0. D’ou1 y est solution de (F) si et seulement si

INeR, Vo e R, y(x) = A (1
Ju e R,V € R* ,y(x) = psh(z) — 1 (2
y dérivable en 0. (3
sh(0)y’(0) — ch(0)y(0) = ch(0) i.e. y(0) = -1 (4

sh(z) —1

—_ O O —

Placons nous dans le cas ou (1), (2) et (4) sont vérifiées. Alors, pour tout x € R ,

y(@) =y(0) _ Msh(@) =1+ 1 sh@) =sh(0) 00y = aeh(0) = A

z—0 x x—0 z—0+

Pour tout x € R* |

y(xx) : z(o) _ psh(x)x— I+1 sh(x; : ;h(()) — psh’(0) = pch(0) = p

Par conséquent, y dérivable en 0 si et seulement si A = p.
Conclusion : y est solution de (E) si et seulement si I\ € R,Vz € R, y(x) = Ash(x) — 1.
Autrement dit : S(R) = {x — Ash(z) — 1, A € R}.
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